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1 Teoria

1.1 Formalizm macierzy gestosci
1.1.1 Podstawy

Rozwazmy uklad znajdujacy sie w stanie opisanym nastepujaca funkcja falows;:

) =" cild), (1)
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gdzie |i) to i-ta funkcja wlasna hamiltonianu, a wspélezynnik ¢; jest liczba zespolona. Macierz
gestosci dla takiego uktadu definiuje sie jako:

p =) (¥, (2)
a wiec element macierzy gestosci jest réwny:

pab = (alp|b) = cacy- 3)

|2>

|1>

Rysunek 1: Uktad 2-poziomowy

Uktlad, ktéry daje sie opisaé¢ funkcja falowa (1) znajduje sie w stanie czystym, a wigc mamy
pelna informacje o stanie ukladu, méwimy, ze stan ukladu stanowi koherentna superpozycje
stanéw |i). Za pomoca funkcji falowej nie daje sie zapisa¢ stanu uktadu, stanowiacego staty-
styczng mieszanine stanéw, w takim przypadku nie znamy stanu ukladu, a jedynie wiemy ze
znajduje sie on w k-tym stanie z prawdopodobienstwem pi. Mdéwimy wtedy, ze znajduje sie on w
stanie mieszanym. Aby to zilustrowaé, rozwazmy uklad dwupoziomowy, przedstawiony na ry-
sunku 1. W réwnowadze termicznej prawdopodobienstwa obsadzen pozioméw dane sg rozktadem
Boltzmanna:
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p1L= Eef kT (43)



pr= e H, (4b)
By Eq
Z:e_ﬁ+e_ﬁ7 (5)

gdzie k to statla Boltzmanna, T - temperatura, F; to energia i-tego stanu. Macierz gestosci w
takim przypadku mozna zapisa¢ jako sume macierzy gestosci stanéw czystych przemnozonych przez
odpwiadajace im prawdopodobienstwa:

p=minl+mie= (5 D) )

Elementy pozadiagonalne sa tutaj zerowe. Sytuacji tej nie da sie opisaé¢ za pomocs jednej funkcji
falowej. Jesli przyjmiemy nastepujaca postaé funkcji falowej:

W) = ci[1) + c2|2), (7)

gdzie |c1|? = p1 oraz |ca|? = pa, otrzymamy nastepujaca macierz gestosci:

p=0)(¥] = (pl ) = (pl 0) (®)

cica  p2 0 p2

Jak wida¢ macierz gestosci dla statystycznej mieszaniny stanéw i koherentej superpozycji stanéw
jest inna. W obu przypadkach zgadzaja sie elementy na diagonali, jednak w przypadku miesza-
niny statystycznej stanéw |1) i |2) brak jest czlonéw pozadiagonalnych. Warto tu wspomnieé, ze
w ogolnosci macierz gestosci dla statystycznej mieszaniny standéw moze zawieraé¢ niezerowe czlony
pozadiagonalne, jesli funkcja falowa przynajmniej dla czesci rozwazanych stanéw czystych nie jest
funkcja wlasna Hamiltonianu, a wiec stanowi koherentna superpozycje stanéw wtasnych Hamilto-
nianu. Jesli zapiszemy macierz gestosci dla bardziej ogdlnego przypadku:

b= pii® = 3 peltbe) i, 9)
k k

gdzie funkcje |¢) opisuja stany czyste, ktére mozna rozpisaé¢ jak w réwnaniu (1). Zwréémy teraz
uwage na postaé¢ diagonalnych i pozadiagonalnych elementéw macierzy gestosci:
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pas = {alplo) = 3" pilalp® o) = 3 prel®ef?”. (10D)
k k

Jak widaé, czlony diagonalne sg rzeczywiste i stanowia sume wazong prawdopodobienstw obsadzen
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pozioméw w poszczegblnych stanach, elementy te sa zwane populacjami ( cl(zk)’ jest rzeczywiste

i nieujemne, wyraza prawdopodobienstwo wystapienia ukladu w stanie wtasnym Hamiltonianu
|a) dla k-tego stanu czystego). W przypadku elementéw pozadiagonalnych mamy do czynienia z
liczbami zespolonymi, opisujacymi kwantows interferencje, sa one nazywane koherencjami. Warto
tu zwréci¢ uwage, ze np. w przypadku losowych faz koherencje moga sie kasowaé, dajac w efekcie
diagonalna catkowita macierz gestosci.

Poniewaz elementy diagonalne opisuja prawdopodobienstwa obsadzen, poszczegdlnych pozio-
mow, mamy nastepujaca wiadciwosé §ladu macierzy gestosci:

Trp=> pu=1 (11)
:



W przypadku stanu mieszanego, wartosé oczekiwang operatora A mozna zapisaé jako:

(A = prlnl Al = S e > AL = ST pidi; = Te(pAd) = Te(Ap)  (12)
& A —_—
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Aby opisa¢ ewolucje czasowa macierzy gestosci, skorzystajmy z réwnania Schrodingera zaleznego
od czasu:

0 | -
Slon) = — Hur) (13)

Dla wektora bra powyzsze réwnanie ma postac:
0 ) -
— = —(Yp|H 14
5 Okl = 7 (Wil (14)

Dla macierzy gesto$ci mozna zapisac:

9 k) _ Olvw) O (Vx|
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(] 90) 25 = ) (] + el B = — [,69]. (15)

Otrzymalismy w ten sposob rownanie Liouvilla - von Neumana. Mozna tatwo pokazaé, ze rownanie
to jest prawdziwe rowniez dla standéw mieszanych:

i ﬁ} : (16)

1.1.2 Przyklady

Uktlad 2-poziomowy
Dla izolowanego ukladu 2-poziomowego, hamiltonian ma nastepujaca postac:

o = <601 32) . (17)

Podstawiajac go do réwnania (16), otrzymujemy:

0. 0 w1212
o’ = <—iw12,021 0 ’ (18)
gdzie w, = 3. Rozwigzaniem tego réwnania jest:
A p11(0) 912(0)ei%2t>
t) = : . 19
p(t) <p21(0)e““12t p22(0) (19)

Widzimy wiec, ze populacje nie ulegaja zmianie, za$ koherencje oscyluja z czestoscia w,,. Gdy-
by$my dla tego ukladu przeprowadzili obliczenia, podstawiajac funkcje falowa (1) do réwnania

Liy

_Zh_

Schrodingera zaleznego od czasu (13), otrzymaliby$my wspotezynniki ¢; w postaci ¢;(t) = ¢;(0)e
Korzystajac z réwnan (2) i (3) mozna otrzymaé macierz gestosci w postaci (19). Jesli chcemy
uwzglednié¢ zanik koherencji w czasie np. w wyniku zderzen naszych atoméw 2-poziomowych, ttu-

mienie nalezy uwzgledni¢ fenomenologicznie:

0 . 0 iw —
9 5= ( » 12P12 7012) . (20)
ot —iwi2p21 — VP21 0



Otrzymujemy wtedy:

pt) = < p11(0) 012(0)67teiWI2t> : (21)

p21(0)e e~ 2! p22(0)
Uklad 2-poziomowy, relaksacja stanu wzbudzonego
Zalézmy teraz, ze w naszym ukltadzie dochodzi do relaksacji stanu wzbudzonego przez emisje spon-
taniczna, opisana przez stala -y (stala ta mozna powiazaé¢ z odpowiednim wspétczynnikiem Einsta-
ina). Uwzgledniamy to, zapisujac réwnanie na ewolucje czasowa macierzy gestosci w nastepujacy
sposdb:
9 . _ ( +yp22 twi2p12 — 3/)12) (22)

at” = \~iwizpm — p —Yp22

Otrzymujemy wtedy:

pa1(0)e 2l ™2t pyy(0)e

pt) = ( 1 — pa2(0)e™" p12(0)e_;teuﬁ2t> : (23)

Uklad 2-poziomowy, oddzialywanie z polem
W przypadku oddzialywania z polem elektrycznym, hamiltonian mozna wyrazi¢, jako:

H=H,+ H (24)
gdzie oddzialywanie z polem opisuje hamiltonian H' , a jego elementy mozna zapisa¢ jako:
H}; = (i|H'|j) = (il - i~ E|3), (25)

gdzie ji = er jest operatorem momentu dipolowego. Rozwazamy tutaj oddzialywanie z polem
elektrycznym fali elektromagnetycznej, wyrazonym jako:

L1, A

E = E = wwt —twt 26

05 (e + e (26)

Ze wzgledu na symetrie 7, elementy Hlfj dla i = j sa zerowe. Podstawiajac nasz hamiltonian do

réwnania Liouvilla - von Neumana (16), otrzymujemy:

0 i [p i

fA:—fH,ﬂ—fPﬂﬂ. 27

5:° h[op P (27)

Jedli w réwnaniach na elementy macierzy gestosci uwzglednimy tez relaksacje stanu wzbudzonego,
opisywana przez stala -, przyjma one nastepujacag postac:
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5P = iy (™" +e7™") (p12 — pa1) + VP22, (28)
0 0

52 = TP (29)
P Q. » .

—p12 = —i— ("' +e7™") (p11 — paz) + iwi2p12 — Lo, (30)
ot 2 2
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52 = g1 (31)

gdzie 2 = %<1|fl’]2) = %(2]ﬁ/\1> jest czestoscia Rabiego, ktorej sens zostanie podany w dalszej
czeéci. W poprzednich przyktadach, widzieliSmy, Zze pod nieobecnosé pola, koherencje oscylowaly z
czestoscia wio. Koherencje zapiszemy teraz w postaci:
pra = prae’’, (32)
pa1 = pare ", (33)



gdzie jesli jestedmy blisko rezonansu, cztony pi2 i po1 beda wykazywaly powolne oscylacje. Podsta-
wiajac ta posta¢ do réwnan na elementy macierzy gestosci, dostajemy:

0 Q

HP = iy (P12 (™" + 1) — por (7" + 1)] + vpaz, (34)
0 0

P2 = TP (35)
o 0 | I

52 = iy (e7™' +1) (p11 — p22) + i(wi2 — w)p12 — gmz, (36)
0 0

—Pol = —— [, 37
ot T a2 (37)
Jezeli jestesmy blisko rezonansu, mozemy uznaé, ze czlony oscylujace w powyzszych rownaniach
w porownaniu do cztonéw statych dadza niewielki wktad przy catkowaniu i mozemy je pominac.
Otrzymujemy wiec:

0 Q -

P = iy (P12 — p21) + Yp22, (38)
0 . Q ) - Y -

a2 = iy (p11 — p22) + i(wi2 — w)p12 — 512, (39)

Rozwiazanie powyzszych réwnan jest nietrywialne i w niniejszym skrypcie zostanie wyprowadzone
rozwigzanie jedynie dla przypadku w rezonansie, z brakiem ttumienia. Tak wiec powyzsze réwnania
upraszczaja sie do postaci:

0 Q
N — —7—(p — D 4
;P11 = ~ig (P12 — =), (40)
0 Q
= Py = —f— — 41
5Pz = ~ig (P11 = p2), (41)
W celu znalezienia rozwiazania, wykonujemy ponizsze przeksztatcenia:
0 . - .
5 (P12 — p21) = =i (p11 — pa22) , (42)
0? 0 0 0
— (P12 — p21) = —1Q | —p11 — = = —2i0— 4
BT (P12 — p21) i <8tp11 (%/722) 8o P11, (43)
9? - 9, _
52 (P12 = p2) = = (12 — pa1) - (44)

Rozwiazaniem ostatniego z powyzszych réwnan jest:
P12 — P21 = Cre™ 4 Che™ ™, (45)
Poniewaz pi2 — p21 = p12 — pis = 2¢ Im{pi12}, C1 musi byé réwne —Cy. Mamy wiec:
p12 — pa1 = Cy (e — e7¥) = 2iCy sin Q1. (46)

Podstawiajac otrzymany wynik do réwnania (40) i wykonujac calkowanie, majac na uwadze, ze
p11(0) = 1, otrzymujemy:
p11 =1—Ci(cosQt — 1),
pao = Cy(cosQt — 1), (
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Rysunek 2: Oscylacje Rabiego bez uwzglednienia relaksacji

Podstawiamy teraz réwnania (47), (48) i (46) do réwnania (42):

2iC1Q2cos Qt = —i2 (1 — 2C1 (cos 2t — 1)), (50)
2C71 cos Ut = —1 + 2C1 cos Qt — 2C1, (51)
0=—1-20, (52)
1
Ostatecznie otrzymujemy populacje w nastepujacej postaci:
1 1
=4+ = Q 4
pu = 5 + 5 cosll, (54)
1 1
=—— - Qt.
p22 = 5 — 5 co8 t (55)
(56)

Widzimy wiec, ze nasze populacje beda oscylowaly z czestoécia Rabiego 2 pomiedzy pelnym i
zerowym obsadzeniem, jak to zostato przedstawione na rysunku 2. Oznacza to, ze mozemy uzyskaé
inwersje obsadzen w ukladzie 2-poziomowym, nalezy jednak pamieta¢ ze sytuacja ta nie odpowiada
stanowi stacjonarnemu. W przypadku uwzglednienia ttumienia, rozwiazane dla populacji stanu
wzbudzonego przyjmuje postac:

Q2 .
e — [1 — et <cos Ot + 3—7 sin Q’t)] , (57)

T 207 + 42 A0/
gdzie @V = /02 4+ 142,

W powyzszym rozwiazaniu oscylacje Rabiego sa ttumione (rysunek 3, osiagajac dla stanu sta-
cjonarnego populacje w stanie wzbudzonym dang wzorem:

Q2

R (58)

p22(00)

Widzimy wiec, ze w stanie stacjonarnym inwersja obsadzen nie jest mozliwa w uktadzie 2-poziomowym,
obsadzenie poziomu gérnego nie przekracza 0.5.
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Rysunek 3: Oscylacje Rabiego z relaksacja

1.2 Harmoniki sferyczne i ich wtasciwos$ci
1.2.1 Harmoniki sferyczne

Harmoniki sferyczne stanowia rozwigzania réwnania Schrodingera dla liniowego rotatora sztywnego
we wspoirzednych sferycznych:
. L2

gdzie I jest momentem bezwladnosci, kat 6 to odlegtos¢ biegunowa, kat ¢ to dlugosé¢ azymutalna,
za$ L operatorem momentu pedu, ktorego kwadrat we wspotrzednych sferycznych ma nastepujaca

postac:
. 1 0 ) I
D=0 (——sinf-; +—5 - 60
(sin 6 00 96 " sin? 6 802> (60)
Poszczegdlne harmoniki sferyczne sa okredlone przez liczby kwantowe J i M, kwantujace odpowied-
nio catkowity moment pedu oraz jego rzut na wybrany kierunek. Harmonike sferyczna mozemy
zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

| TM) = Y, (6, 6) = N,y By (cos 0)e™?, (61)
gdzieN,, jest stalag normalizacyjna:
1
1 [2J+1(J+ M2
]VJ|M\ = — A (62)
Ver |20 (J—[M])!
natomiast Ple (cos @) jest stowarzyszonym wielomianem Legendre’a:
oy B "
PJ\M\(:U) = (1 - ) : a2 B (z), (63)
gdzie P,(z) jest wielomianem Legendre’a:
1 ad J
P.J(l’)ZQTJIdTJ(I —1)". (64)
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Rysunek 4: Harmoniki sferyczne dla J=0...4. Wartos¢ |Y,,, (6, ¢)| jest reprezentowana przez od-
legtos¢ konturu od érodka uktadu wspédirzednych, zas faza przedstawiona jest za pomoca mapy
koloréow.

Jak wida¢ na podstawie réwnai (63) i (64), B,

(cos @) jest niezerowe tylko dla M = —J,—J +
1,...,J. Harmoniki sferyczne sa funkcjami wlasnymi operatoréw kwadratu momentu pedu (L?),
rzutu momentu pedu na wybrany kierunek (L,) oraz catkowitej energii (H). Odpowiednie wartosci

wlasne uzyskujemy przez podziatanie odpowiednim operatorem na harmonike sferyczna:

L2 JM) = K2 J(J +1)|J M), (65)

L.|JM) = hM|JM), (66)

H|JM) = heBJ(J +1)|JM), (67)

gdzie h = %, h jest stala Plancka, c jest predkoscia Swiatta w prozni, zas B jest stalg rotacyjna i
jest ona tu wyrazona w cm ™' "

" 4nle (68)

Model liniowego rotatora sztywnego mozna zastosowaé (przy zalozeniu sztywno$ci wigzania) w
przypadku czasteczek liniowych takich, jak np. Ha, Na, czy Oy. Harmoniki sferyczne wyrazaja
gesto$¢ prawdopodobienstwa dla danej orientacji czasteczki. Kilka pierwszych harmonik zostato
przedstawionych na rysunku 4.

1.2.2 Ortonormalnos$é

Harmoniki sferyczne sa funkcjami ortonormalnymi:

(0, ¢)sin0dode = 6,,,9,,,,

T 27
aman) = [© [Ty,

J'Mm/

(69)



1.2.3 Symetria ze wzgl. na zamiane jader

Jesli zamienimy miejscami jadra w czasteczce dwuatomowej, odpowiada to odbiciu wzgledem Srodka
inwersji, co daje zmiang katéw ¢ — ¢ + 7w, 0 — m — 6. W takiej sytuacji otrzymujemy:

Y

JM

(m—0,6+7) = N, By (cos(m — 0)) eMEF™) =

JIM| T M|

=N, P (—cosb) (—1)MeiM(¢) =

JIM| T JMm|

=N, . (=1)7FMp (cosh) (—1)MeM(P) —

J|M| J|M|

= (=1)7TMEMY (0, 6) = (—=1)7Y (6, 9) (70)

Jak widaé¢ funkcja rotacyjna jest symetryczna ze wzgledu na zamiane jader dla J parzystych i an-
tysymetryczna dla J nieparzystych. Opisang tutaj zmiane funkcji rotacyjnej pod wpltywem odbicia
wzgledem $rodka inwersji tatwo zauwazy¢ dla kilku pierwszych harmonik sferycznych przedstawio-
nych na rysunku 4. Powyzsza zaleznosé zostanie wykorzystana w podrozdziale 1.5, gdzie zostal
omoéwiony wplyw statystyki jadrowej na obsadzenie pozioméw rotacyjnych.

1.2.4 Calki z cos?6

W podrozdziatach 1.3 oraz 1.4 wykorzystywane beda calki o nastepujacej postaci:

T 2

(JM|cos?0|J' My = / Y (0,9)cos®0Y,

Jm’
0 JO

(0, ¢) sin 0dd¢ (71)

Po podstawieniu wyrazen na Y,,,(0,¢) 1Y, ,(0,¢), w réwnaniu (71) pojawia si¢ nastepujaca calka:

Jm/

21
/ M =Mdgqy — o (72)

MM/
0
Z réwnan (63) i (64) widaé, ze dla M = M’, pod calka (JM|cos?0|J' M) znajduje si¢ suma poteg
cos 0 o parzystosci takiej, jak J+.J'. Suma ta jest mnozona przez sin f. Na podstawie nastepujacych
wladciwodci:

T —1
/ cos® 1 g sin Adf = — / iz =0, (73a)
0 1

™ -1
2
/ cos®™ 0 sin 0df = —/ de = ——— (73b)
0 1 2n -+ 1
wnioskujemy, ze calki (JM|cos?§]J' M) moga by¢ niezerowe tylko dla J' = J + 2n. Aby jeszcze
bardziej zawezi¢ zakres par J, J’, dla ktérych rozwazane calki sg niezerowe, wyrazimy cos? 6 przez
harmoniki sferyczne:

Yvo,o = -N:),oa (74)
3 1
o =Ny <2 cos 0 — 2> , (75)
(J M| cos® 6]J'M) = (JMY; (0, 9)|J'M) + (TMY; (0, ¢)|J' M), (76)
3N, o ’ 3N, 0 ’
Skorzystamy teraz z nastepujacej zaleznosci:
<JMD/JNM// (97 ¢)’J/M/> ~ (5M,M’+M”7 (77)
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Rysunek 5: Wartosci calki pd = (JM|cos? 0|JM) w zaleznosci od J i M. Rysunki znajdujace sie
na wykresie pokazuja wplyw przejé¢ AM = 0, AJ = +2 na orientacje molekuly.
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Rysunek 6: PrzejScia pomiedzy poziomami rotacyjnymi, spelniajace regute wyboru AM = 0,
AJ = £2.

gdzie powyzsza calka jest zerowa, jesli J, J', J” nie tworza trojkata. W zwiagzku z tym calka
(JM|Y] ,(0,0)|J M) jest niezerowa tylko dla J' = J, za$ catka (JM]|Y,,(0,¢)|.J' M) moze by
niezerowa tylko dla J' = J,J £1,J £ 2. Uwzgledniajac wyprowadzone wcze$niej regulty M’ = M,
J' = J + 2n, otrzymujemy ostatecznie:

)

J, 0 £2

(JM|cos® 0T My ~ §

M, M/

(78)

Na rysunku 5 zostala zobrazowana zmiana orientacji czasteczki podczas przejscia AM = 0,
AJ = 42. Ponadto zostaly zaprezentowane wartosci calek (JM|cos? 8|JM) w zaleznosci od J i
M. Calki te spelniaja nastepujaca zaleznosé:

M=J 1
> {(JM|cos® 0].TM) = 3 (79)

Warto tutaj zwrécié uwage na fakt, ze w przypadku przejé¢ AM = 0, AJ = 42, nie biora w nich
udzialu 4 poziomy o najwiekszych i najmniejszych wartoéciach liczby kwantowej M z poziomu o
wiekszej wartosci liczby kwantowej J (patrz rys. 6). Jesli dla danej wartosci liczby kwantowej J
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w wyniku przejéé¢ zwiekszy sie populacja dla pozioméw o mniejszej wartosci bezwzglednej liczby
kwantowej M, a dla poziomdéw o wiekszej wartosci nie ulegnie zmianie, to jak widaé¢ z rysunku 5,
$rednia wartoéé cos? 6 bedzie wieksza od % i pojawi sie niezerowa Srednia orientacja czasteczek.

W dalszej cze$ci skryptu wykorzystywana bedzie jeszcze jedna zaleznosé, podana tutaj bez
wyprowadzenia:

M=J
M_Z_:J [(70M]cos61(J + 2)M)|" = &W (80)

1.3 Macierz gestosci po oddzialywaniu z impulsem pompujacym

Elementy macierz gestosci dla boltzmannowskiego rozktadu obsadzen poziomoéw rotacyjnych maja
nastepujaca postac:

_5
0 B e kT
pJ(M).]’M’ = Oy Oy B, (81)
S F_o(2J" + 1)e” T
gdzie k to stala Boltzmanna, T' to temperatura, za$ energia F, jest wyrazona jako:
E =hecB(J +1)J (82)
Hamiltonian uktadu w czasie oddziatywania z impulsem pompujacym mozna zapisa¢ jako:
H = Hy+ Hiut, (83)

gdzie Hg to Hamiltonian uktadu pod nieobecno$é¢ pola, zas Hiy opisuje energie oddzialywania z
polem:

His = —%Aa!E(t)\QCOSQH - %aL]E(t)\Q (84)

Ewolucje czasowa macierzy gestosci opisuje réwnanie Liouvilla - von Neumana:
ap T [a i/~ .
e | =~ (15— ph) 85
5% = 7 [ p s \Hp—p (85)
Réwnanie to dla konkretnego elementu macierzy gestodci przyjmuje nastepujaca postac:

LN

at - ﬁ (HII\/IJHI\/IN pJIIN[//J/M/ - pJMJ//MII H]HM//JIM/ ) -
J//M//

1
- _ﬁ Z (<JM|HO‘JI/M”>pJ”M”J’M’ B <JHM//|HO|J/M/>pJMJ”M”) +
J//Ml/

i 2 2 1"

+ 5 Dol B(t)] > ((JM]cos® 6T M")
J//MN

allEGP Y ((JM[J"M")
J//M//

Py g — <JHM”‘ cos? G‘J/M/>pJMJ”M”) +

1

* % pJ/’M’/J’M/ - <J/,M/,|J,M/>pJI\/IJ//NI//) (86)

Korzystajac z ortogonalnosci harmonik sferycznych [réwnanie (69)] oraz faktu, ze (JM|Hy|J'M') =
E,(JM|J'M'), otrzymujemy:

0Py i
Jl\aﬂg = _ﬁpJMJ/M’ (EI - EJ/) +
7
+ ﬁAOdE(t)‘Q Z (<JM‘ cos” H‘J”M”>IOJ//M”J’M/ - <J”MH‘ cos” 0|JIM/>pJMJ”M”) (87)
J//M//
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Biorac pod uwage fakt, ze catki (JM|cos? 8|.J" M") sa niezerowe tylko gdy M" = M i J" = J, J £2
[réwnanie (78)] otrzymujemy:
8pJI\/[J/I\/I/ _ Z

ot _ﬁpJMJ’M/ (EJ - EJ’) +

+ %Aa!E(t)P(JM] cos? 6| (.J — 2)M) +

p(J72)MJ’M’

+

pJMJ’M’

+ ;—hAa]E(t)|2<JM| cos® 0| JM)

_l’_

1
+ ﬁAa]E(t)\2<JM’ C082 9’(‘] + 2)M>p(J+2)NIJ’M’
_
2h
_ %AOJE(t)\z(J’M’\ cos? 0| J' M)
_
2h

W przypadku elementéw diagonalnych macierzy gestosci powyzsze wyrazenie przyjmuje postac:

Aa|E(t)|2((J' — 2)M’| cos® 0|.J' M) +

pJM(J’—Q)M’

_l’_

pJMJ’M’

Aa|E(t)|2((J + 2)M’| cos® 0|.J' M') (88)

pJM(J’+2)M’

apJMJM

ot +

- %Aa\E(t)F(JM! cos?§|(.J — 2)M)p,

J—2)MJIM

1
+ 2—ﬁAa‘E(t)|2<JM’ cos? o01(J + 2)M>p(J+2)MJM+

i
= 7 AAE@)[*((J = 2)M] cos™ 01T M)y, o+

- Q—ZhAa\E(t)|2<(J +2)M] cos? 01T M) s oo (89)
Jak wida¢, predkos¢ zmian elementéw diagonalnych p,,,;,, zalezy tylko od elementéw pozadiago-
nalnych. Predkos¢ zmian elementéow pozadiagonalnych p ., zalezy jednoczesnie od elementow
diagonalnych i pozadiagonalnych dla J' = J, J+21i M = M’, za§ w pozostalych przypadkach tylko
od elementow pozadiagonalnych. W naszych rozwazaniach zakltadamy ze przed oddzialywaniem
z impulsem macierz gestosci posiada niezerowe elementy tylko na diagonali (brak koherencji). W
zwigzku z tym p, (t) =0dla J—J = 2n+ 1, poniewaz predko$¢ zmian dla elementéw o nie-
parzystej roznicy liczby kwantowej J zalezy tylko od elementéw o nieparzystej réznicy tejze liczby
kwantowej. W analogiczny sposéb mozna pokazaé, ze p, ., (t) = 0 dla M # M !, Tak wiec w
wyniku oddzialywania zmianie moga ulec tylko elementy Pini(itomn - Zakladamy teraz, ze oddzialy-
wanie z impulsem laserowym zaburza macierz gesto$ci w niewielkim stopniu. Mozemy wiec przyjaé,
ze % Prrzamy = 0 dla n # 1, poniewaz tylko Pivi(r2)n zaleza od elementow diagonalnych macierzy
gestosci, ktore to moga mie¢ duze wartosci. Z zatozenia tego wynika wiec, ze zmiana obsadzen jest
zaniedbywalna (zmiana p,,,,,, zalezy tylko od czlonéw pozadiagonalnych), zas koherencje powstaja
jedynie pomiedzy poziomami o AJ = +2 i AM = 0. Zalozenie niewielkiego zaburzenia pozwala
uproéci¢ réwnanie na ewolucje czasowg JNTETEVE

Py i
(J+2)M
ot - ﬁpJM(J+2)M (EJ+2 - EJ)

7
— - Aal ()T M] cos? 0](] +2)M) (Puseon (90)

- p(J+2)M(J+2)M) :

Powyzsze réwnania nie uwzgledniaja proceséw odpowiedzialnych za dekoherencje (np. zderzen
czasteczek). Ich udzial mozna uwzgledni¢ fenomenologicznie poprzez wprowadzenie stalej zaniku
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I' do réwnania (90), przy czym dla uproszczenia zakladamy tu niezaleznosé I'' od J i M:

alOJM(.H—Q)M { E E

ot = ﬁpJM(.HQ)M ( T42 J) - FpJI\/I(J+2)1\/[

7
— - Aal ()T M] cos? 0](] +2)M) (Puseon (91)

- p(J+2)M(J+2)M) :
Aby otrzymadé zaleznosé Pinicsi2ym od czasu catkujemy powyzsze réwnanie (patrz uzupelnie-

nie A). Otrzymujemy nastepujaca zaleznosé:

)
Praraym — _ﬁAO‘<JM‘ cos” 0|(J +2)M) (pJMJM -

t
‘ / |E() 2 a2 D gy (92)

—00

p(J+2)M(J+2)M> )

gdzie w; ;,, jest czestoscia kolowa oscylacji koherencji i wyraza si¢ wzorem:

1

Wy gp2 — ﬁ(EH—Q - EJ) (93)

Podstawiajac do réwnania (92) impuls laserowy o ksztalcie funkcji Gaussa:

—21n2(i)2 it
E(t) = Epe /e (94)

Y

otrzymujemy nastepujaca postac Pracis2n PO oddzialywaniu z impulsem (patrz uzupelnienie B):

i 2
pJM(J+2)M = —%AQ<JM| COS 9|(J + 2)M> (pJMJM - p(J+2)M(J+2)M> !

2
2 w1342 7

2 _p2), .
VT, _M _ 7’<‘”J,J+2t_81n2 >
B Y—Le e te

161n2

2/In 2 '

Czlony przed funkcjami wyktadniczymi pokazuja nam, ze amplituda uzyskanej koherencji za-
lezy miedzy innymi od anizotropii polaryzowalnoéci czasteczek oraz réznicy obsadzen pozioméw,
pomigdzy ktorymi uzyskujemy koherencje. Pierwsza funkcja wykladnicza zawiera czton wy ; ,7p,
ktory wskazuje, ze dla wigkszych odleglosci pomiedzy poziomami rotacyjnymi (wiekszych czestosci
oscylacji w sygnale) dobrze jest stosowaé krétsze impulsy laserowe. Druga funkcja wykladnicza
opisuje zanik koherencji zwiazany np. ze zderzeniami czasteczek, za$ ostatnia opisuje oscylacje
koherencji.

(95)

1.4 Dwdjlomnosé probki

Jedli w oérodku statystycznie izotropowym wyindukujemy dwdjlomnoéé za pomoca liniowo spo-
laryzowanego impulsu laserowego, mozemy ja opisaé, jako réznice wspotczynnikow zatamania w
kierunkach réwnolegtym i prostopadlym do kierunku polaryzacji impulsu:

An = nH —ng, (96)

Wspéblczynnik zatamania jest zwiazany z warto$ciami wlasnymi tensoréw wzglednej przenikalnosci
elektrycznej i podatnosci elektryczne;j:

= /e = /1 X (97a)
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Rysunek 7: Schemat uproszczony ukladu do pomiaru optycznego efektu Kerra (nie uwzglednia-
jacy detekcji heterodynowej). BS — plytka swiatlodzielaca, DL — linia opdzZniajaca, kontrolujaca
opOznienie 7 impulsu sondujacego wzgledem pompujacego, P1, P2, P3 — polaryzatory, L1, L2 —
soczewki, S — probka, QWP — plytka ¢wieréfalowa, PD — fotodioda, PC - komputer

nJ_:\/?: \/1+XJ_7 (97b)

Jesli wprowadzone przez impuls zaburzenie podatnodci elektrycznej jest niewielkie, mozemy powyz-
sze rOwnania zapisaé jako:

1
n| =no+ Tnoch”, (98&)
1
ny =ng+ 277105%_, (98b)
An= A (98¢)
n=— c
20 X5

gdzie ng = /1 + x to wspdlczynnik zalamania ukladu niezaburzonego, dx| 1 dx . to zmiany podat-
nosci elektrycznej odpowiednio w kierunkach rownolegltym i prostopadtym do impulsu wywotujacego
dwdjlomnose, zas Ax = dx | — oxL-

Ewolucje czasowg uzyskanej dwdjlomnosci mozna zbada¢ wykorzystujac uktad kerrowski, przed-
stawiony na rysunku 7. W ukladzie takim femtosekundowy impuls laserowy jest rozdzielany na
plytce swiattodzielacej na silny impuls pompujacy i staby impuls sondujacy. Impuls pompujacy
indukuje dwdjtomnosé w probcee, natomiast impuls sondujacy, spolaryzowany pod katem 45° wzgle-
dem impulsu pompujacego stuzy do jej badania. Znajdujaca si¢ w uktadzie linia opdzniajaca po-
zwala na kontrole opéznienia czasowego pomiedzy obydwoma impulsami, dzieki czemu mozliwa
jest obserwacja ewolucji czasowej dwojlomnosci w prébce. Wiecej szczegdléw dotyczacych ekspe-
rymentu Kerrowskiego znajdzie czytelnik w skrypcie do ¢wiczenia “Elektro-optyczny i optyczno-
optyczny efekt Kerra”.
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Rysunek 8: Uktady wspélrzednych laboratoryjny (osie x, y i z) i zwiazany z molekula (osie 2/, ¢ i
2", gdzie katy 6 i ¢ opisuja orientacje molekuty.

Pokazemy teraz jaki jest zwiazek pomiedzy mierzonym sygnatem dwojlomnosci, a orientacja

molekut liniowych. Polaryzowalnosé¢ molekuty liniowej mozemy opisa¢ przez jej wartosci w kierun-
kach osi czasteczki o) oraz do niej prostopadlym . Podatnos¢ elektryczna wiaze polaryzacje
osrodka z przylozonym polem:
ﬁ = Eo)zE; (99)
Gdy rozwazamy propagacje fali elektromagnetycznej w osrodku, wektor polaryzacji osrodka drga-
jacy z czestoscia fali jest zrédlem nowej fali, ktéra interferuje z oryginalng falg. Efekt ten jest
zrédlem wspoélezynnika zalamania. Wektor polaryzacji, jest to sredni sumaryczny moment di-
polowy probki, przypadajacy na jednostke objetosci. W przypadku skladowej elektrycznej fali
elektromagnetycznej o czestosciach optycznych, oscylacje wektora Po czestosci pola E, pochodza
od oscylacji indukowanych momentéw dipolowych, co wynika z ich zaleznosci od pola jijq = GE.
W zwiazku z tym polaryzacje osrodka mozna zapisa¢ jako:

P = (N)Y{&)E, (100)

gdzie (N) oznacza Srednia ilo$é czasteczek na jednostke objetosci, zas (&) to éredni tensor pola-
ryzowalnosci czasteczki w laboratoryjnym ukladzie wspotrzednych. Powyzej zaniedbaliSmy wplyw
oddzialywan miedzymolekularnych na moment dipolowy czasteczki, co jest sensownym zalozeniem
w przypadku gazu. W zwigzku z tym otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢ podatnodci elektrycznej

od polaryzowalnoéci:
L1 .
¥ = —(N)a). (101)
€0
W przypadku pola pompujacego spolaryzowanego w kierunku « oraz impulsu sondujacego poru-
szajacego sie w kierunku z, warto$¢ badanej dwédjlomnosci mozemy zapisaé jako:

1 1

An = — (Xxx - ny) =

5 (N) ((oza) — (oyy)) (102)
ng

2€0n0

Znajdziemy teraz skladowe polaryzowalnosci molekuty oy, oraz ay, w laboratoryjnym ukladzie
wspolrzednych. Postuzymy sie w tym celu rysunkiem 8. W molekularnym uktadzie wspoétrzednych
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kierunki 2/, 3/ i 2’ odpowiadaja osiom tensora polaryzowalnosci. Kierunek z’ zostal wybrany jako
kierunek wiazania w czasteczce, a wigc odpowiada mu polaryzowalnos¢ . Poniewaz polaryzowal-
no$¢ w plaszczyznie 32’ jest izotropowa i wynosi o |, mamy pewna dowolno$¢ w wyborze osi v i
2'. Dla wygody kierunek 2z, zostal wybrany tak, aby znajdowal si¢ w plaszczyznie yz.

Sktadowa vy, opisuje wktad do z-owej sktadowej indukowanego momentu dipolowego wyni-
kajacy z oddzialywania z z-owa sktadows pola. Sktadowa E, przylozonego pola elektrycznego w
molekularnym ukladzie wspétrzednych posiada skladowa w kierunku 2’ oraz w plaszczyznie 'z’ o
wartosciach

E, = E;cos0, (103a)

Eyy = E,sin6, (103b)

ktorym to odpowiadaja wartosci polaryzowalnosci o i av) . Pole E; indukuje wigc moment dipolowy
o sktadowych
par = o) By cos 0, (104a)

2 = o) Epsinf. (104b)

Sktadowa x-owa wyindukowanego przez pole E, momentu dipolowego wynosi wiec
fa = [z COS O + f1y 0 Sin 0 = (O‘H cos? 0 + o sin? 9) E, = oz E,. (105)
Uzyskujemy w ten sposob sktadowsg polaryzowalnosci oy, w postaci:
Qzz = Q| cos? 0+ a sin® 0 = o + Aacos? 6, (106)

gdzie Aa = o —ay. W przypadku skladowej oy, wyprowadzenie jest nieco bardziej ztozone.
Whpierw rozkladamy pole E; na sktadowe w molekularnym ukladzie wspétrzednych:

E, = E,cos ¢sinb, (107a)
Ey, = E,cos¢cosb, (107b)
E, = Eysin ¢. (107¢)

Nastepnie odpowiadajace im sktadowe indukowanego momentu dipolowego rzutujemy na kierunek
y. W efekcie otrzymujemy sktadowg polaryzowalnodci o, w postaci:

Qyy = Q| cos® ¢sin? 6 4 ) (cos® ¢ cos® O +sin® ¢) = o + Aa(cos® ¢ — cos? ¢ cos? 0). (108)

Pole impulsu pompujacego wplywa jedynie na kat 6, w zwiazku z tym mozemy zaltozy¢, ze wszystkie
wartoéci kata ¢ sa jednakowo prawdopodobne (wtedy (cos? ¢) = %) W zwiazku z tym otrzymujemy:

(0pe) = ) + Aacos? ), (109)
(ayy) = oy + Aa(% — %(cos2 0)). (110)

Podstawiajac réwnania (109) i (110) do réwnania (102) otrzymujemy nastepujace wyrazenie na

dwdjtomnosé osrodka:
1

€omo

1

An = (N)Aag <<C0$2 0) — 3) : (111)
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Aby znalezé (cos? §) korzystamy z nastepujacej zaleznosci:
(cos? ) = Tr{cos? 0p} =
=> ) (IM|cos® 01 M) py,, s (112)
JM J' M
Korzystajac z whasnoéci catek (JM|cos?0|J' M'), mozemy powyzsze réwnanie zapisaé jako:

(cos? ) = Z(JM| cos” 01T M)yt
JM

+3 (<JMy cos? 0](J + 2)M) .y aioni + (T + 2)M | cos® 0 TM) pJM(HQ)M) . (113)
JM

W powyzszym wzorze pierwsza suma daje wktad do (cos? #) ze wzgledu na populacje na poszczegél-
nych poziomach, natomiast druga suma odpowiada za wklad zwiazany z koherencjami pomiedzy
poziomami rotacyjnymi. Przy zalozeniu, ze obsadzenia pozioméw nie ulegly zmianie wzgledem
obsadzen réwnowagowych, mozemy skorzysta¢ z faktu, ze p, ;. = P00 dla M = —J, ..., J, oraz
réwnania (79). Dzigki temu dla sktadowej zwiazanej z populacjami otrzymujemy:

1 1
(cos? 0) pop = g (JM| cos? 0T M) pyy, i = g §(2J—i— 1)pros0 = 3 (114)
JM J

Sktadowa zwiazang z koherencjami mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:
(co8? 0) con = Z ((JM| cos? 0|(J +2)M)p* + (JM| cos® 0|(J + 2)M>*pJM<J+2)M)
JM

—Z?Re [ JM| cos? 0| (J 4 2)M)
JM

JM(J+2)M

pJM(J+2)M:| ' (115)

Podstawiajac réwnanie (95) otrzymujemy:

1 2
<0032 0)coh = %Aa Z |<JM’ cos” 0|(J + 2)M>| (pJMJM - p(J+2)M(J+2)M) )

( —F2>7‘2 2
“J,+42 P w, LT
. |E‘O|2 2\/>Tp 41"61112 e —I't Sln ((/J t J,J+2 D ) . (116)

SIt2 8In2
Korzystajac z réwnania (80), otrzymujemy:

1 AQZ(J+1)(J+2)

2
(cos® O)con = (27 + 3) (pJMJM - p(J+2)M(J+2)M) )

30R
(w2 71"2)7'2 2
1,0 » w5, I'T
. |E0|22\§%e e e It gin (wJ jaal — Jé]JlrQn2p> . (117)

Jesli teraz podstawimy sume réwnan (114) i (117) do réwnania (111), otrzymamy nastepujace
wyrazenie koncowe na dwojlomnosé prébki:

1 VT, (JJ+2 1“2)75
An=———(N)A?|Ey|? Y—Le In .
"= Ol WA BT e

(J+1)(J +2) W,y a2
-r J,J
tz (2J + 3) <pJMJM - p(J+2>M(J+2>M> sin <‘*’J Jiat — ﬁ . (118)

Jak widaé poszczegolne koherencje daja oscylujacy wktad do sygnatu. Dokladna postaé sygnatu
zostanie omdéwiona w podrozdziale 1.6.
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1.5 Wplyw statystyki jadrowej na obsadzenie poziomoéw rotacyjnych czasteczki

W trakcie analizy sygnaléw rotacyjnych nalezy braé réwniez pod uwage wplyw statystyki jadrowej
na prawdopodobienstwo obsadzen pozioméw rotacyjnych. Jesli w czasteczce zamienimy 2 iden-
tyczne atomy, to catkowita funkcja falowa musi zmienié¢ znak, jesli sa one fermionami (spin ulam-
kowy). Gdy zamieniane atomy sa bozonami (spin catkowity), catkowita funkcja falowa nie zmienia
znaku. Catkowita funkcje falowa mozna przedstawic jako iloczyn funkcji elektronowej, oscylacyjnej,
rotacyjnej i spinowej:

U =U0,0,0,. (119)

Skupimy sie tutaj na przypadku homojadrowej czasteczki dwuatomowej. Jesli rozwazane jadro ma
spin I, to jego rzut na wybrany kierunek moze przyjmowaé¢ 21 + 1 wartosci m = —I,—1 4+ 1,...1,
ktérym odpowiadaja jadrowe funkcje spinowe S,,. Catkowita funkcje spinowa moznaby zapisaé jako
iloczyn funkcji spinowych poszczegdlnych jader S, (1)S,.(2), gdzie warto$¢ w nawiasie numeruje
jadra. W ten sposéb uzyskujemy (21 + 1) funkcji spinowych. Niestety funkcje takie dla m # m’
nie sg ani symetryczne ani antysymetryczne ze wzgledu na zamiane jader. Dlatego korzysta sie z
ich liniowych kombinacji. Ostatecznie otrzymujemy nastepujace funkcje spinowe:

Postaé¢ funkcji spinowej Symetria wzg. inwersji jader Tloséé
S (1)Sm(2) Symetryczna 2I +1
% (Sm(1)Sm(2) + Sy (1)Sm(2)) Symetryczna T(2I+1)21
% (Sm(1)Sy(2) — S (1)Sim(2)) Antysymetryczna (2 +1)21
(21 +1)?

Zakltadajac, ze wspomniane funkcje wystepuja z jednakowym prawdopodobienstwem, otrzymu-
jemy stosunek ilosci czasteczek z symetryczna catkowita funkcja spinowa do czasteczek z antysy-
metryczng catkowita funkcja spinowa S : AS = (I +1) : I.

Rozwazmy teraz kilka przyktaddw.

e Wododr (I = %) - jadra sg fermionami, a wiec calkowita funkcja falowa musi zmieniaé znak

przy ich zamianie. Dla konfiguracji elektronowej czasteczki Ha:
ng : (10’)2,
funkcja elektronowa jest symetryczna ze wzgledu na zamiane jader. Funkcja oscylacyjna
jest symetryczna ze wzgledu na zamiane jader, zas funkcja rotacyjna jest symetryczna dla J
parzystych i antysymetryczna dla J nieparzystych [patrz réwnanie (70)]. Otrzymujemy wiec
nastepujace mozliwe przypadki:

v U, U, v, Wy

AS S S AS(J=13,5.) S

AS S S S(J=0,2,4,...) AS
Stosunek S : AS wynosi 3 : 1, co przeklada sie na taki sam stosunek populacji na poziomach
rotacyjnych o J = 1,3, 5, ... do populacji na poziomach rotacyjnych o J = 0,2,4, ....

e Azot (I =1) - jadra sa bozonami, a wiec calkowita funkcja falowa nie zmienia znaku przy ich
zamianie. Dla konfiguracji elektronowej czasteczki No:
UNy:(10)2(16%)2(20)%(20*)2(171)?(172)2(30)?,
funkcja elektronowa jest symetryczna ze wzgledu na zamiane jader. Funkcja oscylacyjna
jest symetryczna ze wzgledu na zamiane jader, zas funkcja rotacyjna jest symetryczna dla J
parzystych i antysymetryczna dla J nieparzystych [patrz réwnanie (70)]. Otrzymujemy wiec
nastepujace mozliwe przypadki:
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v v, v, v, Wy

S S S S(J=0,2,4,...) S

S S S AS(J=13,5,...) AS
Stosunek S : AS wynosi 2 : 1, co przeklada sie na taki sam stosunek populacji na poziomach
rotacyjnych o J = 0,2,4, ... do populacji na poziomach rotacyjnych o J =1,3,5, ....

e Tlen (I =0) - jadra sa bozonami, a wiec catkowita funkcja falowa nie zmienia znaku przy ich
zamianie. Dla konfiguracji elektronowej czasteczki Oa:
1902:(10)*(10%)?(20)*(20%)*(30)*(1m1)?(1m2) (1) (1),
funkcja elektronowa jest antysymetryczna ze wzgledu na zamiane jader. Funkcja oscylacyjna
jest symetryczna ze wzgledu na zamiane jader, zas funkcja rotacyjna jest symetryczna dla J
parzystych i antysymetryczna dla J nieparzystych [patrz réwnanie (70)]. Otrzymujemy wiec
nastepujace mozliwe przypadki:

v v, Y, U, Uy

S AS S AS(J=13,5,...) S

S AS S S(J=0,2,4,...) AS
Stosunek S : AS wynosi 1 : 0, co oznacza, ze jedynie poziomy rotacyjne o nieparzystych
wartosciach liczby kwantowej J sa obsadzone.

1.6 Przykladowy sygnat

Na rysunku 9 zostal przedstawiony przykladowy sygnal koherencji rotacyjnej w powietrzu z rozbi-

ciem na wktady od azotu i tlenu. Skupmy sie na poczatku na gérnym wykresie, przedstawiajacym

sygnaly dla opdznien < 20 ps. Sygnal kazdego z gazéw jest opisany réwnaniem (118). W naszym
2

r
przypadku czton fazowy w‘]’;ﬁ# jest zaniedbywalnie maty, dlatego zostanie on pominiety w dalszej

analizie. Jak wida¢ w sygnale pojawiaja sie okresowo charakterystyczne struktury. Dla rotatora
sztywnego okresy kolejnych skladowych oscylujacych w réwnaniu (118) mozna wyrazié¢ jako:

2m 1 (120)
T, = = .
P W, cB(4J 46)
7 powyzszego rOwnania otrzymujemy, ze
1

(4J+ 6)T],J+2 = (121)

cB’
Widzimy wiec, ze istnieje czas odpowiadajacy catkowitej liczbie okreséw dla wszystkich sktadowych,
a wiec jest to czas po jakim powtarza sie struktura z poczatku sygnalu. Aby znaleZé najkrétszy
taki czas, musimy znalezé najwiekszy wspdélny dzielnik liczb wyrazonych jako 4J + 6. Wynosi on

2, przez co otrzymujemy:
1

267B = Tr,

gdzie 7, jest okresem z jakim powtarzaja sie charakterystyczne struktury w sygnale.
Zastanéwmy si¢ teraz nad ksztaltem obserwowanego sygnatu. Na rysunku 10 zostal przed-

stawiony poczatkowy fragment sygnatu tlenu, obejmujacy okres powtarzania sie struktur w sy-

gnale. Ponizej sygnatu zostaly przedstawione jego sktadowe odpowiadajace koherencjom pomiedzy

roznymi parami pozioméw rotacyjnych. Charakterystyczne struktury wystepuja w sygnale gdy

poszczegdlne sktadowe sygnatu znajda sie w zgodnej fazie. Sa one obserwowane dla:

k J 3
t= 1= k <2 + 4> URIE (123)

(2J + 3)7—JJ+2 = (122)
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Rysunek 9: Do$wiadczalny sygnal koherencji rotacyjnej w powietrzu, wraz z dopasowanym mode-
lem teoretycznym. Model zostal rozbity na wktady od tlenu i azotu.

W ponizszej tabeli przedstawiono jakie fazy uzyskuja poszczegédlne sktadowe sygnatu dla t = %Tr.

%T faza (w; ;,,t mod 2m)f
J=2n| J=2n+1
0 0 0
P |
Ta modb=a— L%J

Jak widaé¢ dla t = k7, + %Tr sktadowe znajduja sie¢ w ekstremum a ponadto dla J parzystych i
nieparzystych znajduja sie w przeciwfazie, a wiec sie kasuja, jesli udziat sktadowych z J o réznej
parzystoéci jest taki sam. Podobnie sytuacja ma sie dla t = k7. + %Tr, przy czym skladowe
parzyste i nieparzyste majg zamienione fazy w stosunku do poprzedniego przypadku. Dla t = k7,
faza wszystkich sktadowych wynosza zero i sygnal przechodzi z ujemnego na dodatni, zas dla
t =k + %TT fazy wszystkich sktadowych wynosza 7 i sygnal przechodzi z dodatniego na ujemny.
W przypadku tlenu, ze wzgledu na statystyke spinowa, wystepuja tylko J nieparzyste, dlatego tez
w sygnale sa widoczne struktury odpowiadajace wszystkim rozwazanym tutaj opdznieniom. W
sygnale azotu réwniez widoczne sa wszystkie omawiane sktadowe, przy czym ich amplituda dla
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Opdznienie [ps]

Rysunek 10: Poczatkowy fragment sygnatu tlenu z rysunku 9 oraz jego sktadowe dla J=8...13,
przedstawione osobno dla J parzystych i nieparzystych.

t = k1. + %Tr it =kr + %TT jest mniejsza. Wynika to ze statystyki spinowej, gdzie sktadowe
parzyste i nieparzyste wystepuja w stosunku 2:1, a wiec dochodzi do ich czesciowego kasowania sie
dla wspomnianych opéznien.

Niestety przedstawiony powyzej opis nie ttumaczy obserwowanych zmian ksztaltu sygnatu, wi-
docznych dla wiekszych op6znien [dolny wykres na rysunku 9]. Aby opisaé¢ ten efekt, nalezy wziaé
pod uwage fakt, ze nasz rotator nie jest sztywny i dlugos¢ wiazania, a wiec i moment bezwladnosci
naszej czasteczki dwuatomowej zaleza od predkosci rotacji. Fakt ten uwzglednia sie przez wpro-
wadzenie poprawki na odksztalcenie odsrodkowe. W takim przypadku energia rotatora wyraza sie
wzorem:

E, = he[B(J +1)J — DJ*(J +1)3, (124)
gdzie D = 41%3 jest stala odksztalcenia odérodkowego, za$ v to czesto$é¢ oscylacji rozwazanej
czasteczki dwuatomowej. Jesli podstawimy to poprawione wyrazenie do wzoru na w,,,, [r6w-

nanie (93)], otrzymamy czestosci nieznacznie rézne od otrzymanych dla rotatora sztywnego. W
zwiazku z tym, o ile poczatkowa czes¢ sygnalu bedzie wygladala jak dla rotatora sztywnego, o tyle
dla kolejnych odstepow czasu nr,., zgodnosé faz sktadowych oscylacji jest coraz gorsza i sygnat ulega
coraz wiekszym znieksztatlceniom. Najwyrazniej wida¢ wpltyw odksztalcenia odsrodkowego na sy-
gnal w jego koncowej czeéci. Na rysunku 11 przedstawione jest widmo odpowiadajace sygnatowi
koherencji rotacyjnej. Wida¢ w nim charakterystyczna strukture widma rotacyjnego zmodyfiko-
wang w zwiazku ze statystyka jadrowa. Warto zwrdci¢ uwage, ze odlegltoéci pomiedzy pikami w
uzyskanym widmie sa takie same jak w rotacyjnym widmie Ramana.

1.7 Przejscie do przypadku klasycznego

Moment pedu L liniowego rotatora sztywnego mozemy zapisaé jako:

L=h/J(J+1). (125)

Skorzystajmy teraz z klasycznego rownania na energie kinetyczng rotatora:

R % (126)

E=—_ —
21 2’
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Rysunek 11: Widma odpowiadajace sygnatowi i modelowi z rysunku 9.

gdzie w, jest czestoscia kolowsa rotatora. Poniewaz nasz rotator jest liniowy i symetryczny, wyni-
kajacy z jego obrotu sygnal bedzie mial okres réwny polowie okresu rotacji (rotator po obrocie o
180° bedzie “wygladal” tak samo). Uwzgledniajac to, zaleznosé¢ z réwnania (68) oraz kwantowa-
nie momentu pedu, otrzymujemy nastepujaca postaé¢ réwnania na czestotliwo$é oscylacji sygnatu

pochodzacego od rotacji:

1 L

Vs = 2—2wr == 4¢By/J(J + 1) (127)
T T

W przypadku kwantowym mozemy czestosci sktadowych sygnatu zapisaé, jako [patrz réwnanie (120)]:

1 1
Vg =V 1501 = %wal,Jle = 4cB <J+ 2) (128)

W ponizszej tabeli zebrano wartosci dla kilku przyktadowych liczb kwantowych J.

J Vs Vg
[cB] [cB]
1 4v/2 ~ 5.66 6
2 4+/6 ~ 9.80 10
3 8v/3 ~ 13.86 14
4 8v/5 ~ 17.88 18
5 44/30 ~ 21.91 22

30 44/930 ~ 121.98 122
100 10+/101 ~ 401,995 402

Jak widaé¢, ze wzrostem wartosci liczby J, wynik kwantowy zbiega do klasycznego, widaé to
réwniez na podstawie réwnan (127) i (128), ktére to dla odpowiednio duzych J mozna przyblizyé
przez 4cBJ.

2 Wykonanie ¢wiczenia

W ramach ¢wiczenia nalezy napetnié¢ kuwete optyczna czystym azotem, a nastepnie zmierzy¢ sygnat
koherencji rotacyjnej azotu na uktadzie kerrowskim.
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3 Opracowanie wynikéw
1. Opisa¢ uktad pomiarowy.
2. Opisa¢ skad pochodzi obserwowana struktura rotacyjna w sygnale azotu.
3. Na podstawie sygnalu w domenie czasu wyznaczy¢ stalg rotacyjna azotu.

4. Wykona¢ transformate Fouriera sygnatu dla op6znien > 1000 ps.

5. Na podstawie potozenia pikéw w widmie znalezé stala rotacyjna i poprawke na odksztalcenie

odsrodkowe.
6. Poréwnac uzyskane stale z danymi literaturowymi.
Uzupelnienia

A Calkowanie réwnania (91)

Roéwnanie (91) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

of@) _
ot A) f(t) +r(t),
gdzie:
f(t) = Prvas2ymo
A(t) = % (EJ+2 - EJ) —I=iw,, -1,

i
r(t) = _ﬁAa‘E(t)|2<JM’ cos” 0|(J +2)M) (pJMJM - IO(J+2)M(J+2)M)
Réwnaniu niejednorodnemu (Réwnanie 129) odpowiada réwnanie jednorodne:

afi(t) ,
o A(t) f5(t),

ktorego rozwiazanie ma nastepujaca postac:
fi(t) = fige 2O,

Rozwazmy teraz funkcje:
g(t) = e~ S AW

ktora jest rozwiazaniem rownania jednorodnego nastepujacej postaci:

90) _ _ a(t)g(t).

ot
Korzystajac z réwnan (129) i (136) mozemy napisac:
9 (g(t)f(1)) af(t) 9g(1)

g(t)ﬁ + f(t)w
g A@) () +g()r(t) — f(H)A(t)g(t)
g(t)r(t).

ot
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Calkujac powyzsze réwnanie w przedziale od ¢y do ¢ otrzymujemy:

t

f@ﬂﬂ—f%h@ﬁ+/g@%@ﬂﬁ (138)

to

Poniewaz nasze f(t) jest pozadiagonalnym elementem macierzy gestosci, ktory dla czaséw przed
oddziatlywaniem z impulsem wynosi doktadnie 0, mozemy dla takich czaséow tg napisac:

ﬂmw—[wwWWﬂ (139)

0

W naszym przypadku A(t) = A nie zalezy od czasu, a wiec:

g(t) = e~ AFC, (140)

ry=e e [

to

t
e Mt dt = / e (¢t (141)
to
Poniewaz ty jest dowolnym czasem przed oddzialywaniem, mozemy w szczegdlnosci przyjac tg =
—00: .
flt) = / e~ A (Y dt . (142)
—0o0

Podstawiajac do réwnania (142) réwnania (130), (131) i (132), otrzymujemy réwnanie (92).

B Catkowanie w réwnaniu (92)

Wystepujaca w rownaniu (92) catke mozemy zapisaé, jako:

t
I= / |Eo|2e 241" BU—1) gy, (143)
—0o
gdzie
1 2
A=2In2 () : (144)
Tp
B=iw,., T (145)

W ogdlnosci funkcja Gaussa opisujaca nasz impuls rozcigga sie od —oo do oo, jednak ponad 98 %
powierzchni pod jej wykresem miesci sie¢ w zakresie dwoch szerokosci potowkowych. W zwiazku z
tym mozna zalozy¢, ze w pewnej odlegltodci od maksimum impulsu jego intensywnosé jest zaniedby-
walna. Poniewaz interesuje nas macierz gestoéci po oddzialywaniu z impulsem, rozwazang catke
mozemy przyblizy¢ przez analogiczna caltke z gérna granica co. Wykonujemy teraz nastepujace
przeksztatcenia:

o
I = / ‘E0‘2€_2At,2€B(t_t/)dt,

—0o0

o0
— |E0|2€Bt/ e—QA(t/-i-%)tldt/ (146)
—o0
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: 1 g4n B .
Podstawiamy t" =t — ;5

oo
I — EO‘QeBt/ 672A(t”+%)(t”f%)dt//

—00

2 BtJrB—2 > —2At"% 1.1
= |Ep|*e”" " 5a e dt

—00

2
= |Bo|?ePtea [ = 147
EoPettin, [T (147)

Podstawiajac do réwnania (147) réwnania (144) i (145), a nastepnie rozwiazana catke do réwna-
nia (92), otrzymujemy réwnanie (95).
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